B

Zbiory i nie tylko

W wielu rozdziatach tej ksiazki stykamy si¢ z elementami matematyki dyskretnej. W tym dodatku
doktadniej przedstawimy konwencje notacyjne, definicje i podstawowe wtasnosci zbioréw, relacji,
funkcji, graféw i drzew. Czytelnicy dobrze zaznajomieni z tym materiatem moga ten dodatek
tylko przejrzec.

B.1 Zbiory

Zbior jest kolekcja rozréznialnych obiektow, zwanych elementami zbioru. Jezeli obiekt x jest
elementem zbioru S, to piszemy x € S (czytaj: ,,x jest elementem zbioru S” lub krécej ,,x
nalezy do S”). Jesli x nie jest elementem S, to piszemy x ¢ S. Mozemy zdefiniowaé zbior
przez wypisanie jego elementow w nawiasach klamrowych. Mozemy na przyktad zapisac zbidér
S zawierajacy elementy 1, 21 3 w postaci S = {1, 2, 3}. Poniewaz 2 jest elementem zbioru S,
a 4 nie, mozemy zapisaé 2 € S i4 ¢ S. Elementy zbioru nie sg uporzadkowane i zbidr nie
moze zawiera¢ dwéch takich samych elementéw'. Zbiory A i B sa réowne, czyli A = B, jezeli
zawieraja te same elementy. Na przyktad {1,2,3,1} = {1,2,3} = {3,2, 1}.
Dla czgsto spotykanych zbioréw uzywamy szczegolnych oznaczen:

* @ oznacza zbior pusty, tzn. zbidr niezawierajacy zadnego elementu.

* 7 oznacza zbi6r liczb catkowitych, tzn. zbiér {...,-2,—1,0,1,2,...}.
* R oznacza zbi6r liczb rzeczywistych.

* N oznacza zbiér liczh naturalnych, tzn. zbior {0, 1,2, ...}°.

Jesli wszystkie elementy zbioru A naleza do zbioru B, tzn. jezeli x € A implikuje x € B, to
piszemy A C B i méwimy, ze A jest podzbiorem zbioru B. Zbior A jest podzbiorem wiasciwym

I Wariant zbioru, ktéry moze zawiera¢ ten sam obiekt w wielu egzemplarzach, nosi nazwe multizbioru lub inaczej
zbioru z powtorzeniami.

2 Wedtug niektérych autoréw liczby naturalne zaczynaja si¢ od 1. Jednak obecnie przyjelo sig, ze 0 jest réwniez liczba
naturalna.
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zbioru B, co zapisujemy A C B, gdy A C B, ale A # B. (Niektorzy autorzy uzywaja symbolu
,,C " do oznaczenia zwyktego zawierania zamiast zawierania wtasciwego). Kazdy zbidr jest swoim
wilasnym podzbiorem: dla kazdego A zachodzi A € A. Dla zbioréw A i B zachodzi A = B
wtedy i tylko wtedy, gdy A € B i B C A. Relacja bycia podzbiorem jest przechodnia (patrz
str. 1088): dla dowolnych zbioréw A, BiC:jezeli A C Bi B € C,to A € C. Zbidr pusty jest
podzbiorem kazdego zbioru: dla dowolnego zbioru A zachodzi ¥ C A.

Niekiedy definiuje si¢ zbiory za pomocg innych zbioréw. Majac dany zbiér A, mozemy
zdefiniowac zbiér B C A przez podanie wiasnosci wyrdzniajacej elementy B z A. Mozemy na
przyktad okresli¢ zbidr liczb parzystych jako {x: x € Z i x/2 jest liczbg catkowita}. Dwukropek
w tym zapisie oznacza ,takie, ze”. (Niektérzy autorzy zamiast dwukropka uzywaja pionowej
kreski).

Majac dane zbiory A i B, mozemy definiowac nowe zbiory za pomoca operacji na zbiorach:

* Przecieciem (czgScia wspélng) zbioréw A i B nazywamy zbidr

ANB={x:xeAix e B}.

*  Sumgq zbior6w A i B nazywamy zbior

AUB={x:xe€ Alubx € B}.

* Roznicq zbioréw A i B nazywamy zbidr
A—B={x:xeAix ¢ B}.

Operacje na zbiorach podlegaja podanym ponizej prawom.
Prawa zbioru pustego:
ANG = 0,
AUP = A.
Prawa idempotentnosci:
ANA = A,
AUA = A.
Prawa przemiennosci:
ANB = BNA,
AUB = BUA.
Prawa lacznoSci:

AN(BNC) = (ANB)NC,
AUBUC) = (AUB)UC.
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®® 000

- (BN C) = A-BNC = (4-B) U

Rysunek B.1 Diagram Venna ilustrujacy pierwsze prawo De Morgana (B.2). Kazdy ze zbioréw A, B i C jest
reprezentowany przez jedno koto

Prawa rozdzielnoSci:

AN(BUC) = (ANB)UANC), B
AU(BNC) = (AUB)N(AUC). ®.1)
Prawa pochlaniania:
AN(AUB) =
AU(ANB) = A.
Prawa De Morgana:
A—(BNC) = (A—B)uA-0C), B
A—(BUC) = (A—-B)N(A-0C). (B2)

Pierwsze z praw De Morgana jest zilustrowane na rys. B.1 przy uzyciu diagramu Venna, gdzie
zbiory sg przedstawione w postaci obszaréw na ptaszczyznie.

Czgsto wszystkie z rozwazanych zbioréw sa podzbiorami jakiego$ wigkszego zbioru U, zwa-
nego uniwersum. Gdy rozwazamy na przyktad rézne zbiory sktadajace si¢ z liczb catkowitych,
wtedy zbidr liczb catkowitych Z stanowi uniwersum. Majac dane uniwersum U, definiujemy
dopetnienie zbioru Ajako A =U — A = {x: x € U i x & A}. Dla dowolnego zbioru A € U
zachodza nastepujace prawa:

A=A,
ANA = 0,
AUA = U.

Prawa De Morgana (B.2) mozna sformutowaé przy uzyciu dopetnierr zbioréw. Dla kazdych
dwoch zbioréw B, C € U zachodzi

BNC = BUC,
BUC = BNnC.

Zbiory A i B sa roztgczne, jezeli nie maja wspolnych elementéw, tzn. jezeli A N B = @.
Rodzina zbioréw S, S,, . . ., skoiczona lub nieskoniczona, to zbidr zbioréw, ktérego elementami
sa zbiory S;. Rodzina 8§ = {S;} niepustych zbioréw tworzy podziat zbioru S, jezeli

1085



Czes¢ VIII - Dodatek: Podstawy matematyczne

* zbiory sa parami rozlgczne, co oznacza, ze jesli S;, S; € §1i # j,t0S; N S; = 0, oraz

e ich suma jest S:

s=1Js.

S;ies

Innymi stowy, & tworzy podziat S, jezeli kazdy element S wystgpuje w dokladnie jednym
zbiorze S; € §.

Liczba elementéw w zbiorze S oznaczana jako |S| jest nazywana mocq (lub rozmiarem)
zbioru. Dwa zbiory maja t¢ sama moc, jesli istnieje migdzy nimi odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne. Moc zbioru pustego wynosi |@| = 0. Jesli moc zbioru jest liczbg naturalng, to méwimy,
ze zbidr jest skoriczony; w przeciwnym wypadku jest on nieskoriczony. Zbior nieskoriczony,
ktéry mozna odwzorowaé wzajemnie jednoznacznie w zbidr liczb naturalnych N, jest przeliczal-
ny; w przeciwnym razie zbior jest nieprzeliczalny. Na przyktad, zbidr liczb catkowitych Z jest
przeliczalny, ale zbiér liczb rzeczywistych R jest nieprzeliczalny.

Dla dowolnych dwéch skoriczonych zbioréw A i B zachodzi wzor

|[AUB| = |A| + |B|—]|AN B|, (B.3)
skad wynika, ze
|AU B| < |A| + |B].

Jesli Ai B saroziaczne, to |A N B| = 0, wigc |[A U B| = |A| + |B|.Jesli A C B, to |A| < |B]|.

Skonczony zbidr o n elementach nazywa si¢ czasami n-zbiorem; 1-zbidr jest nazywany
singletonem. Podzbior k-elementowy nazywamy k-podzbiorem.

Zbioér wszystkich podzbioréw zbioru S, facznie ze zbiorem pustym i calym zbiorem S,
oznacza sig przez 25 i nazywa zhiorem potegowym S. Na przyktad 2!%% = (@, {a},{b} ., {a,b}}.
Zbiér potegowy skoriczonego zbioru S ma moc 25! (patrz zad. B.1-5).

Czasami zajmujemy si¢ podobnymi do zbioréw strukturami, w ktérych elementy sa upo-
rzadkowane. Pare uporzqdkowanq ztozong z dwéch elementdw a i b oznacza si¢ przez (a, b)
i definiuje formalnie jako zbiér (a,b) = {a, {a, b}}. Para uporzadkowana (a, b) nie jest wigc
tym samym co para uporzadkowana (b, a).

Tloczyn kartezjariski dwéch zbioréw A i B, oznaczany A X B, jest zbiorem wszystkich
takich par uporzadkowanych, ze pierwszy element pary jest elementem zbioru A, a drugi —
elementem zbioru B. Bardziej formalnie,

Ax B ={(a,b):ac Aib e B}.

Na przyktad {a,b} x {a,b,c} = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c)}. Jesli Ai B sg zbio-
rami skoficzonymi, to moc ich iloczynu kartezjanskiego wynosi

|A x B| =|A]-|B]. (B.4)
Iloczyn kartezjaniski n zbioréw Ay, A,, ..., A, jest zbiorem n-tek

Ay X Ay x -+ x A, ={(ay,az,...,a,): a; € A;,i =1,2,...,n}.
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Jezeli wszystkie zbiory sa skoriczone, to moc iloczynu kartezjariskiego wynosi

A1 X Ay X -+ X Ay| = |A1]| - |Az] -+ | A4l -

Iloczyn kartezjaniski pojedynczego zbioru A przez samego siebie n razy oznaczamy przez
A" =Ax Ax---x A.

Jesli zbidr A jest skoficzony, to moc tego iloczynu kartezjariskiego wynosi |A"| = |A|". Kazda
n-tke mozna réwniez traktowaé jako skoniczony ciag dtugosci n (patrz str. 1092).

Przedziaty to spdjne podzbiory zbioru liczb rzeczywistych. Oznaczamy je za pomo-
ca nawiaséw okragtych lub kwadratowych. Dla danych liczb rzeczywistych a i b przedziat
domkniety [a,b] to zbidr {x € R : a < x < b} liczb rzeczywistych lezacych migdzy a i b,
wlacznie z a i b. (JeSli a > b, to z tej definicji wynika, ze [a,b] = ). Przedzial otwarty
(a,b) = {x € R:a < x < b} nie zawiera zadnego z koricowych punktéw. Sa dwa przedziaty
pototwarte [a,b) ={x e R:a <x <b}i(a,b] ={x € R:a < x < b}, zktérych kazdy nie
zawiera jednego z punktéw koricowych.

Mozna réwniez zdefiniowad przedzialy liczb catkowitych, zastgpujac w powyzszych defi-
nicjach R przez Z. To, czy przedziat jest okreslony dla liczb rzeczywistych, czy catkowitych,
nalezy zazwyczaj wywnioskowac z kontekstu.

Zadania

B.1-1
Narysuj diagramy Venna ilustrujace pierwsze z praw rozdzielnosci (B.1).

B.1-2
Udowodnij uog6lnienie praw De Morgana na dowolng skoriczona rodzing zbiorow:

ANA,N-—NA, = A,UA, U---UA,,
AiUA,U---UA, = A,NA,N---N A4,.

B.1-3
Udowodnij tak zwana zasade wigczania i wylqczania, ktéra jest uogdlnieniem réwnosci (B.3):

|A, U Ay U=~ U 4,
=[A1] + [A2] + -+ + | 44|

— A1 N Ay — A N Az| —--- (wszystkie pary)
+ AN AN As| + - (wszystkie tréjki)

+ (D" A NA NN Al

B.1-4
Pokaz, ze zbidr liczb nieparzystych jest przeliczalny.
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B.1-5
Pokaz, ze dla dowolnego skoficzonego zbioru S zbiér potegowy 25 ma 2!S! elementéw (tzn.
istnieje 25! r6znych podzbioréw S).

B.1-6
Podaj indukcyjna definicje n-tki, korzystajac z teoriomnogosciowej definicji pary uporzadkowa-
nej.

B.2 Relacje

Relacja dwuargumentowa (binarna) R okreslona w dwoch zbiorach A i B jest podzbiorem

iloczynu kartezjanskiego A x B. Jezeli (a,b) € R, to czasami piszemy: a R b. Kiedy méwimy,

ze R jest relacja dwuargumentowa w zbiorze A, oznacza to, ze R jest podzbiorem A x A. Na

przyktad relacja ,,mniejsze niz” w zbiorze liczb naturalnych jest zbior {(a,b): a,b € Nia < b}.

Relacja n-argumentowa (n-arna) w zbiorach Ay, A,, ..., A, jest podzbiorem A; X A, X - -+ X A,.
Relacja dwuargumentowa R C A x A jest zwrotna, jesli

aRa

dla kazdego a € A. Na przyktad ,,.=""1,,<” sa relacjami zwrotnymi w zbiorze N, podczas gdy
,»<"nie jest. Relacja R jest symetryczna, jezeli

a R b implikuje b Ra

dla dowolnych a, b € A. Na przyktad relacja ,,=" jest symetryczna w N, lecz ,,<” 1,,<” juz nie
sa. Relacja R jest przechodnia, jezeli

a RbibRcimplikujea Rc

dla dowolnych a,b,c € A. Na przyktad relacje ,,<”, ,,<” i ,,=" sa przechodnie, ale relacja
R ={(a,b): a,b € Nia = b — 1} nie jest, poniewaz z 3 R4 i 4 R 5 nie wynika, ze 3 R 5.
Relacja, ktéra jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, nazywa si¢ relacjq réownowaznosci.
Na przyktad ,,=" jest relacja rownowaznosci w zbiorze liczb naturalnych, ale ,,<” nig nie jest.
Jesli R jest relacja rownowaznosci w zbiorze A, to dla dowolnego a € A klasa abstrakcji,
zwana takze klasa réwnowaznosci, elementu a jest zbiorem [a] = {b € A: a R b} wszystkich
elementéw réwnowaznych a. Jesli na przyktad zdefiniujemy R = {(a,b): a,b € Nia + b jest
liczba parzysta}, to R jest relacja rownowaznoSci, poniewaz a + a jest parzyste (zwrotnos¢),
z parzystosci a + b wynika parzysto$¢ b + a (symetria) oraz jeslia + b i b 4 ¢ sa parzyste, to
a + ¢ jest parzyste (przechodnios¢). Klasa abstrakcji liczby 4 jest [4] = {0, 2,4,6, ...}, aklasa
abstrakcji 3 jest [3] = {1,3,5,7,...}. Oto podstawowe twierdzenie dotyczace klas abstrakcji:

Twierdzenie B.1 (Relacja rownowaznosci jest podziatem)
Klasy abstrakeji relacji rownowaznoSci R w zbiorze A stanowia podziat 4, a kazdy podziat A
okresla relacjg rownowaznoSci w A, dla ktdrej zbiory podziatu sg klasami abstrakcji.
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Dowod W pierwszej czgsci dowodu musimy pokazad, ze klasy abstrakcji relacji R sg niepusty-
mi, parami roztacznymi zbiorami, ktérych suma jest A. Poniewaz R jest zwrotna, a € [a], wigc
klasy abstrakcji sa niepuste; co wigcej, poniewaz kazdy element a € A nalezy do klasy abstrakcji
[a], sumg klas abstrakcji jest A. Pozostaje wykazaé, ze klasy abstrakcji sa parami roztaczne,
tzn. jesli dwie klasy abstrakcji [a] i [b] maja wspdlny element ¢, to sg w istocie tym samym
zbiorem. Tak wigc jeSlia Rc i b R ¢, to z symetrii wynika, ¢ R b, a nastgpnie z przechodnio$ci
wynika a R b. Dla dowolnego elementu x € [a] mamy x R a, a wigc i x R b, z czego wynika, ze
[a] < [b]. Podobnie, [b] C [a], a wigc [a] = [b].

Co do drugiej czgsci dowodu, niech A4 = {A;} bedzie podziatem A i zdefiniujmy R =
{(a, b): istnieje i takie, ze a € A; i b € A;}. Pokazemy, ze R jest relacja rownowaznosci w A.
Zwrotno$¢ zachodzi, poniewaz z tego, ze a € A;, wynika a R a. Symetria zachodzi, poniewaz
jeslia Rb, to a i b znajduja si¢ w tym samym zbiorze A;, wigc b Ra. Jezelia Rb i b Rec,
to wszystkie trzy elementy naleza do tego samego zbioru, wigc zachodzi a R ¢, skad wynika
przechodnio$¢. Aby przekonac sig, ze zbiory podziatu sa klasami abstrakcji R, zauwazmy, ze
jeSlia € A;, to z tego, ze x € [a], wynika, ze x € A;, a ztego, ze x € A;, wynika, ze x € [a]. =

Relacja dwuargumentowa R w zbiorze A jest antysymetryczna, jezeli
a Rbib Raimplikuje a = b.

Na przyktad relacja ,,<” w zbiorze liczb naturalnych jest antysymetryczna, bo jeslia < b
ib < a,toa = b. Relacja, ktdra jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, jest nazywana
porzadkiem czgsciowym, a zbidr, na ktérym jest ona zdefiniowana, nazywamy zbiorem czgsciowo
uporzqdkowanym. Na przyktad relacja ,,jest potomkiem” jest relacja porzadku czesciowego
w zbiorze wszystkich ludzi (jesli traktujemy kazdego jako wiasnego potomka).

W czgSciowo uporzadkowanym zbiorze A moze nie by¢ pojedynczego ,,najwigkszego”
elementu a takiego, ze b R a dla wszystkich b € A. Zamiast tego moze istnie¢ wiele elementéw
maksymalnych a, takich ze dla zadnego b # a w zbiorze A nie zachodzi a R b. Na przyktad
wsrdd pewnej liczby pudetek réznych rozmiaréw moze by kilka ,.najwigkszych” pudetek,
ktérych nie da si¢ umiesci¢ w zadnym innym pudetku, ale nie ma zadnego pojedynczego
,,najwigkszego” pudetka, do ktérego mozna zmiesci¢ kazde inne pudetko’.

Relacja R na zbiorze A jest relacjq petng, jesli dla kazdych dwéch elementéw a,b € A
mamy a Rb lub b Ra (moga by¢ spetnione oba warunki), tzn. kazde dwa elementy zbioru
A mozna zestawi ze soba za pomoca relacji R. Porzadek czgsciowy, ktéry jest relacja petna,
nazywamy petnym lub liniowym. Na przyklad relacja ,,<” jest porzadkiem liniowym na zbiorze
liczb naturalnych, ale relacja ,,jest potomkiem™ nie jest porzadkiem liniowym na zbiorze wszyst-
kich ludzi, poniewaz istnieja osoby, z ktérych zadna nie jest przodkiem innej. Relacja petna,
ktora jest przechodnia, ale niekoniecznie zwrotna i antysymetryczna, jest nazywana petnym
przedporzadkiem.

3 Scisle rzecz biorac, zeby relacja ,,mieszczenia si¢ wewnatrz” byla porzadkiem czesciowym, trzeba przyjaé, ze
pudetko miesci si¢ w samym sobie.
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Zadania

B.2-1
Udowodnij, ze relacja bycia podzbiorem ,,C” okreslona w rodzinie wszystkich podzbioréw Z
jest porzadkiem czg$ciowym, ale nie liniowym.

B.2-2

Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n relacja ,,przystaje modulo n” jest relacja
réwnowaznosci w zbiorze liczb catkowitych. (Méwimy, ze a = b (mod n), jesli istnieje
liczba catkowita ¢ taka, ze a — b = gn). Na jakie klasy abstrakcji ta relacja dzieli zbi6r liczb
catkowitych?

B.2-3

Podaj przyktady relacji, ktére sa
(a) zwrotne i symetryczne, ale nie przechodnie;
(b) zwrotne i przechodnie, ale nie symetryczne;

(c) symetryczne i przechodnie, ale nie zwrotne.

B.2-4
Niech S bedzie zbiorem skoficzonym, a R — relacja réwnowaznosSci na S. Pokaz, ze jesli
dodatkowo R jest antysymetryczna, to klasy abstrakcji S wzgledem relacji R sa singletonami.

B.2-5

Profesor Narcissus twierdzi, ze jezeli relacja R jest symetryczna i przechodnia, to jest rowniez
zwrotna. Podaje nastgpujacy dowdd. Z symetrii wynika, ze jeslia R b, to b R a. Z przechodniosci
wynika zatem a R a. Czy profesor ma racj¢?

B.3 Funkcje

Dla danych dwdch zbioréw A i B funkcjq f nazywamy relacje dwuargumentowa w A x B o tej
wtlasnosci, ze dla kazdego a € A istnieje doktadnie jedno b € B takie, ze (a,b) € f.Zbiér A
nazywa si¢ dziedzing funkcji f, a zbiér B — przeciwdziedzing tunkcji f. Czasami zapisujemy
f: A— B;jesli (a,b) € f,topiszemy b = f(a), poniewaz b jest jednoznacznie okres§lone
przez wybér a.

Intuicyjnie, funkcja f przyporzadkowuje kazdemu elementowi z A element z B. Zaden
z elementow ze zbioru A nie moze mie przypisanych dwéch réznych elementéow z B, ale
element z B moze by¢ przypisany dwém réznym elementom zbioru A. Na przyktad relacja
dwuargumentowa

f=A{a,b): a,b e Nib =amod2}
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jest funkcja f: N — {0, 1}, poniewaz kazdej liczbie naturalnej a jest przypisana doktadnie
jedna wartos$¢ b z {0, 1}, taka ze b = a mod 2. Na przyktad 0 = £(0), 1 = f(1),0 = f(2) itd.
Natomiast relacja dwuargumentowa

g=1{(a,b): a,b € Nia+ b jest parzyste}

nie jest funkcja, poniewaz (1, 3) i (1, 5) naleza do g, wigc jesli wybierzemy a = 1, to nie ma
doktadnie jednego b takiego, ze (a,b) € g.

Dla danej funkcji f: A — B, jesli b = f(a), to méwimy, ze a jest argumentem f,
a b jest wartosciq f w a. Mozemy okresli¢ funkcje przez podanie jej wartosci dla kazdego
elementu z jej dziedziny. Na przyktad mozemy zdefiniowaé f(n) = 2n dlan € N, co oznacza
f = {(n,2n): n € N}. Dwie funkcje f i g sa sobie rowne, jesli maja t¢ sama dziedzing
i przeciwdziedzing i jesli dla kazdego a z dziedziny f(a) = g(a).

Ciqg skoriczony o dtugosci n to funkcja f, ktérej dziedzina jest zbiorem {0, 1,...,n — 1}.
Czgsto okres§lamy taki ciag przez wypisanie jego wartosci w nawiasach katowych: { £(0), f(1),
..., f(n —1)). Cigg nieskoriczony to funkcja, ktérej dziedzina jest zbior liczb naturalnych N.
Na przyktad ciag Fibonacciego, zdefiniowany wzorem (3.22), jest ciagiem nieskonczonym
(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Kiedy dziedzina funkcji f jest iloczyn kartezjanski, czgsto pomija si¢ dodatkowe nawiasy
otaczajace argument funkcji f. Jezeli na przyktad f: A; x A, X --- X A, — B, to napiszemy
b = f(ay,as,...,a,) zamiast b = f((ay,as,...,a,)). Kazde a; nazywamy wtedy argu-
mentem funkcji f, pomimo ze technicznie rzecz biorac (pojedynczy) argument f jest n-tka
(ay,as,...,a,).

Jesli f: A — B jestfunkcjaib = f(a), to méwimy, ze b jest obrazem a przy funkcji f.
Obraz zbioru A" C A przy f jest zdefiniowany jako

f(A"y={be B: b= f(a) dlapewnegoa € A'}.

Zakres (zbiér wartosci) funkcji f to obraz jej dziedziny, czyli f(A). Na przyktad zakresem funk-
cji f: N — N okreslonej jako f(n) = 2n jest f(N) = {m: m = 2n dla pewnego n € N},
inaczej mowiac, zakresem jest zbiér parzystych liczb naturalnych.

Funkcja jest surjekcja, jesli jej zbiér wartoSci jest jej cala przeciwdziedzing. Na przykiad
funkcja f(n) = |n/2] jest surjekcja z N w N, poniewaz kazdy element ze zbioru N pojawia
sig jako warto$¢ f dla pewnego argumentu. Natomiast funkcja f(n) = 2n nie jest surjekcja z
N w N, poniewaz dla zadnego argumentu wartoscia f nie jest jakakolwiek liczba nieparzysta.
Funkcja f(n) = 2n jest jednakze surjekcjg ze zbioru liczb naturalnych w zbidr liczb parzystych.
Surjekcje f: A — B nazywamy czasami odwzorowaniem zbioru A na zbiér B. Jesli méwimy,
ze funkcja f jest ,,na”, oznacza to, ze jest surjekcja.

Funkcja f: A — B jest injekcjq, jesli dla réznych argumentéw f przyjmuje rézne
wartoSci, tzn. jeSli a # a’ implikuje f(a) # f(a’). Na przyktad funkcja f(n) = 2n jest
injekcja ze zbioru N w zbiér N, poniewaz kazda liczba parzysta b jest obrazem przy f co
najwyzej jednego elementu dziedziny, a mianowicie /2. Funkcja f(n) = [n/2] nie jest
injekcja, poniewaz warto$¢ 1 mozna uzyskaé dla dwéch argumentéow: f(2) = 11 f(3) = 1.
Injekcja jest czasami nazywana funkcja réznowartosciowq (ang. one-to-one function).
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Funkcja f: A — B jest bijekcjq, jesli jest jednoczesnie surjekcja i injekcja. Na przyktad
funkcja f(n) = (—1)" [n/2] jest bijekcja z N na Z:

0o — 0,
1 — -1,
2 - 1,
3 - =2,
4 — 2,

Powyzsza funkcja jest injekcja, poniewaz zaden element ze zbioru Z nie jest obrazem wigcej
niz jednego elementu ze zbioru N; jest surjekcja, poniewaz kazdy element zbioru Z pojawia
si¢ jako obraz jakiego$ elementu zbioru N. Ta funkcja jest zatem bijekcja. Bijekcja jest czasem
nazywana odpowiedniosciq wzajemnie jednoznaczng, poniewaz taczy parami elementy dziedziny
i przeciwdziedziny. Bijekcja ze zbioru A na siebie jest niekiedy nazywana permutacjq.

Kiedy funkcja f jest bijekcja, jej odwrotnosé f~! jest zdefiniowana jako

(b)) = a wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) = b.

Na przyktad odwrotnoscig funkcji f(n) = (—1)" [n/2] jest

_ 2m, jezelim > 0,
fm) = L
—2m—1, jezelim < 0.
Zadania
B.3-1

Niech A i B begda zbiorami skoficzonymi i niech f: A — B bedzie funkcja. Wykaz, ze
(a) jesli f jestinjekcja, to |A| < |B];
(b) jesli f jest surjekcja, to |A| > | B|.

B.3-2
Czy funkcja f(x) = x + 1 jest bijekcja, kiedy dziedzing i przeciwdziedzing jest N? Czy jest
bijekcja, kiedy dziedzina i przeciwdziedzing jest Z?

B.3-3
Podaj naturalna definicj¢ relacji odwrotnej do danej relacji dwuargumentowej taka, ze jesli ta
relacja jest bijekcja, to relacja odwrotna jest jej funkcja odwrotna.

B.3-4
Podaj bijekcje ze zbioru Z na zbiér Z x Z.
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